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Az elektrokardiografiai inverz probléma

megoldasanak numerikus korlatai

Tuboly Gergely, Prof. Dr. Kozmann Gyérgy, Prof. Dr. Maros Istvan,
Pannon Egyetem Egészségugyi Informatikai Kutaté-Fejleszté Kézpont

Az elektrokardiografia inverz problémajanak megol-
dasaval lehetové valik a noninvaziv médon mért testfel-
szini potencialtérképekbdl val6 kévetkeztetés az epikar-
dialis potencialeloszlasokra, melyek a testfelszini po-
tencialtérképeknél Iényegesen tébb informaciot szolgal-
tatnak a sziv bioelektromos miikédésére vonatkozéan.
Mivel a feladat megoldasa soran egy ugynevezett alul-
hatarozott (,,ill-posed”) problémaval kell szembenézni, a
szamitasok hatékonysagat numerikus korlatok hatarol-
jak be. Célunk ezeknek a korlatoknak a vizsgalata volt,
melyet egy 344 elemii testmodellbdl és egy 1003 elemdi
szivmodellbdl allé6 modell kdrnyezetben végeztiink el. A
megoldandé feladatot reprezentalé linearis egyenlet-
rendszert a hasonlé problémak esetén széles korben al-
kalmazott Tikhonov-regularizaciés formula segitségé-
vel 8 kiilonb6z6 regularizaciés paraméter mellett irtuk
fel, illetve 6 kiilonféle numerikus eljaras alkalmazasaval
oldottuk meg. Az eredményiil kapott (szamitott) epikar-
dialis potencialeloszlasok QRS intervallumon vett soro-
zatat a korabban generalt szivfelszini eloszlassorozattal
korrelaltattuk, igy vizsgalva az eltér6 paraméterek mel-
letti szamitasok pontossagat. Eredményeink azt mutat-
jak, hogy az inverz probléma megoldasanak hatékony-
saga nagyban fligg az adott potencialeloszlas jellegétol,
a valasztott regularizaciés paramétertol és az alkalma-
zott megoldé modszertol. A legjobb eredményeket a 10
értékii regularizaciés paraméter és a Cholesky-faktori-
zacié megvalasztasa mellett kaptuk.

By solving the inverse problem of electrocardiog-
raphy it is possible to estimate the epicardial potential
distributions from the noninvasively measured body
surface potential maps. These epicardial potential
distributions contain much more information related to
the bioelectric behaviour of the heart, than the body
surface potential maps. Since we have to deal with an
ill-posed problem during the computations, the efficiency
is numerically limited. Our aim was to investigate these
limits in a model environment consists of a 344 element
torso model and a 1003 element heart model. We wrote
the linear equation system (representing the problem to
solve) by the widely used Tikhonov regularization for-
mula with 8 regularization parameters, and solved it by
6 different numerical solver algorithms. We correlated
the resulting (computed) epicardial potential distribu-
tions of the QRS interval to the previously generated
(reference) epicardial potential distributions, to investi-
gate the accuracy of computations with different para-
meters. Our results show that the efficiency of the
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inverse solution depends highly on the characteristics
of the potential distribution, on the chosen regulariza-
tion parameter and on the used solver algorithm. The
best results were obtained by choosing the regulariza-
tion parameter of 10" and performing the computations
by the Cholesky factorization.

BEVEZETES

A testfelszini potencialtérképezés technoldgiaja segitsé-
gével immar tobb évtizede vizsgaljak a sziv bioelektromos
jelenségeinek noninvaziv médon torténdé mérési és értelme-
zési lehet6éségeit. Ezen technolégia egyik legjelentésebb al-
kalmazasi terllete a veszélyes aritmiara valé hajlam riziko-
elemzése. A modern testfelszini potencialtérképezd rend-
szerek segitségével ugyanis bizonyitottan nyerheté olyan
informé&cié a sziv ingeriletvezet6 rendszerérél, mely a kam-
rafibrillacié kialakulasanak szlkséges feltételét képezd
koéros repolarizacioés heterogenitas mivoltara enged kovet-
keztetni [1, 2]. A repolarizaciés heterogenitas egyik lehetsé-
ges mércéje a QRST integraltérképbdl szamitott nondipola-
ritasi index (NDI), mely az integréaltérkép nondipolaris KL
komponenseinek teljesitményét viszonyitja az d6sszes KL
komponens teljesitményéhez [3]. Azonban, mint korabbi
modellezéses kisérleteink kimutattak, el6fordulhatnak olyan
esetek is, amikor a sziv repolarizaciés inhomogenitdsa nem
mutathatd ki a testfelszinen mért QRST integralokbdl sza-
mitott NDI segitségével [4]. llyen esetekben nagy val6szi-
nlséggel pontosabb eredményre vezetne az epikardialis
potencialeloszlasok felhasznélasa, melyek a testfelszini tér-
képekhez képest lIényegesen tobb diagnosztikai informaciot
szolgaltatnak.

Az epikardiélis potenciéleloszlasok meghatarozéasa
alapvetéen két Gton kivitelezhetd: szivfelszini mérések el-
végzésével vagy az elektrokardiogréafia inverz problémaja-
nak megoldasaval. Mivel az el6bbi invaziv eljaras, human
diagnosztikai célokra vonatkozéan nem tekinthetd prakti-
kusnak. Ebbdl adédéan a kilénféle inverz megoldé mod-
szerek kifejlesztése és tokéletesitése nagyon fontos. Az in-
verz megoldé modszerek tébbsége altaldban a nulladrendi
Tikhonov-regularizacion alapszik, mely egy alulhatérozott
(»ill-posed”) problémat alakit at joI meghatarozott (,well-
posed”) problémava egy ugynevezett regularizacios para-
méter (y) segitségével [5]. Ezt az eljarast gyakran alkalmaz-
zak az elekirokardiogréfia inverz probléméjanak megolda-
sakor is, melynek soran kardiol6giai bioelektromos képalko-
t6 altal rogzitett testfelszini potencialtérképekbdl probaljak
megbecsuini az epikardialis potenciéleloszlast [6].
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Korabbi tanulméanyainkban részletesebben bemutatasra
kerllt az elektrokardiografia forward és inverz problémaja,
tovabba a Wei-Harumi modell kérnyezetben végzett kisérle-
tlnk, mely az a priori informéacié felhasznalasa mellett elér-
heté pontossagot taglalja az inverz megoldas tekintetében
[7, 8]. Jelen dolgozat az elektrokardiografiai inverz probléma
megoldasa soran felmerilé numerikus korlatokat mutatja be
a korabbiakban is felhasznalt modell kérnyezetben, kildnfé-
le lineéaris egyenletrendszer-megold6 algoritmusokat alkal-
mazva.

MODSZER

Az inverz probléma kuldnbdzé paraméterek melletti
megoldasat a fentiekben leirtak alapjan a Wei-Harumi nu-
merikus test- és szivmodellbdl all6 modell kérnyezetben veé-
geztik el. A felhasznalt testmodell 344 elembdl, a szivmo-
dell pedig 1003 elembdl épll fel, a tovabbi részletek korab-
bi tanulmanyunkban mar bemutatasra kerltek [7].

Az inverz megoldd bemeneteként szolgald, QRS inter-
vallumon vett testfelszini potencialtérkép-sorozat a rendel-
kezésre allé referencia epikardialis eloszlassorozatbol kerdlt
kiszamitasra a foward probléma megoldasaval:

@p = Z@y 1)

ahol ¢B (344 x 1) a testfelszini potencialértéekek, pH
(1003 x 1) pedig a (referencia) szivfelszini potencialértékek
vektora a QRS intervallum adott idépillanatara vonatkoz6an
és Z (344 x 1003) a transzfer matrix, mely a szivfelszin és a
testfelszin koz6tti kapcsolatot irja le.

A testfelszini potencialtérkép-sorozat meghatarozasa
utan sor kerulhetett a szivfelszini potencialeloszlasok becs-
lésére az inverz probléma megoldasaval, a nulladrendi
Tikhonov-regularizacié alapjan:

Pu=Z"Z+y1I") 27, 2)

ahol (1003 x 1) a szamitott (becsult) szivfelszini po-
tencialértékek vektora, I az egységmatrix és y a regulariza-
ciés paraméter. A y paraméter felel6s az alulhatarozott fel-
adat j6l meghatarozotta val6d transzformalasahoz, konkrét
értékét altalaban empirikus Gton hatarozzak meg [5]. Uj je-
I6lések bevezetésével kapjuk, hogy:
A=Z"Z+yI", b= 2Tz x=y 3)
melyek segitségével a kdvetkezd linearis egyenletrend-
szert definialhatjuk:

Ax=D) 4)

Az inverz probléma megoldasat tehat tulajdonképpen a
(4) egyenletrendszer megoldasa jelenti. A feladat nehézsé-
ge abban rejlik, hogy 344 testfelszini potencialértékbdl sze-
retnénk 1003 szivfelszini potencialértéket meghatarozni,

amely alulhatarozott (,ill-posed”) feladatot jelent. Matema-
tikailag y szerepe nem mas, mint az eredetileg szingularis
(vagyis nem invertalhat6) matrix regularissa (vagyis invertal-
hat6va) torténd atalakitasa. A szakirodalom alapjan [9] y ér-
tékének elég kicsinek kell lennie ahhoz, hogy az egyenlet-
rendszer valéban a megoldandé feladatot reprezentalja,
ugyanakkor elég nagynak ahhoz, hogy a feladat ne legyen
megoldhatatlanul bonyolult. A bonyolultsag szamszerisité-
sének egyik lehetséges moédja az ugynevezett kondicio
szam (»x) meghatarozasa az A matrixra nézve [10]:

k=AY - [IAll 5)

Minél nagyobb egy matrix kondicié szama, annal inkabb
rosszul kondicionéltnak tekinthetd, vagyis annal bonyolul-
tabb feladatrél beszéltiink. Az 1. tablazat mutatja k valtoza-
sat y fliggvényében:

Regularizicios paraméter () | Kondicié szim (x)
1,00E-17 2,14E+18
1,00E-16 4,15E+16
1,00E-14 2,81E+13
1,00E-12 2,78E+11
1,00E-10 2,78E+09
1,00E-08 2,78E+07
1,00E-06 2,78E+05
1,00E-04 2,78E+03
1,00E-02 2,88E+01
1,00E-00 1,28E+00

1. tablazat

A kiilénféle regularizacios paraméterek mellett kapott kondicio sza-

mok

Amennyiben a T matrix nem fligg az id6t6l — vagyis id6-
ben alland6 sziv- és testgeometriat, valamint vezet6képes-
séget tételezink fel —, az eredményt latszolag csak a y re-
gularizaciés paraméter befolyasolja. A gyakorlatban azon-
ban a megoldand6 egyenletrendszer bonyolultsagatol flg-
gben szerepet jatszik azon algoritmus is, melynek segitsé-
gével magat az egyenletrendszert megoldjuk. Emiatt a k-
16nb6z6 y értekek mellett felirt linearis egyenletrendszert ki-
I6nféle numerikus eljarasokkal oldottuk meg, nevezetesen a
kévetkezokkel:
+  Cholesky-faktorizacio
+ Konjugalt gradiens
* Minimum rezidual
+ Kvazi-minimal rezidual
+ Legkisebb négyzetek QR (LSQR)
+  Szimmetrikus LQ

A felsoroltak koézil a Cholesky-faktorizacié direkt méd-
szer, a tobbi pedig iterativ eljaras [10].

A QRS intervallumon kulonféle paraméterezések mellett
eredményll kapott (szamitott) szivfelszini potencialeloszla-
sokat — melyeket a referencia epikardialis eloszlasokbdl az
(1) egyenlet altal meghatarozott testfelszini térképsorozatok
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felhasznalasaval szamitottunk ki az inverz probléma megol-
dasaval — a referencia szivfelszini potencialeloszlasokkal kor-
relaltattuk a Pearson-féle lineéris korrelaciés egyutthato6 alap-
jan. igy egy adott paraméterkonfiguraciot tekintve a QRS in-
tervallum egyes iddpillanataira vonatkozé korrelaciés egyutt-
hatok sorozata jelentette a végeredményt az inverz megoldas
pontossaganak mérése szempontjabol.

Annak érdekében, hogy megfeleld regularizacios paramé-
terek mellett végezhessuk el az inverz megoldas hatékonysa-
ganak tesztelését, sziikség volt egy tartomanyra, melybdl a y
értékeket kivalaszthattuk. Ebbdl a célbdl mind a 6 numerikus
megoldo6 esetére elvégeztik a referencia és a becslilt epikar-
dialis potencialeloszlasok korrelacios egydtthatéinak maxima-
lizalasat y fuggvéenyében, a QRS intervallum minden idépilla-
natara vonatkozoan, a (6) egyenlet alapjan:

: _ T Try-1 7T
r;l;g {1 corr{py, (ZTZ+yI'D™1Z (pg}} 6)

A (6) egyenlet eredményébdl adodban a regularizacios pa-
ramétereket a [107, 10*] intervallumbdl valasztottuk.

Cholesky-faktorizacié

0.8
3 06
©
[
S 04
0.2
. . . L
00 Teeeg
0 0y0e .y L
0 5 10 15 25
Idépillanat
Minimum rezidual
o
Q
©
[=
3
>4
0
0 5 10 15 20 25
Idépillanat
b=}
o
«©
[
3
4
0
0 5 10 15 20 25
Idépillanat
1. dbra

EREDMENYEK

Az inverz problémat reprezental6 (4) egyenletrendszert
8 v érték (107, 10", 10, 102, 107, 10*, 10%, 10%) mellett
irtuk fel, és megoldottuk mind a 6 numerikus algoritmussal.
Az eredményt az 1. dbra szemlélteti. Az abran lathatéan a
Cholesky-faktorizacio 107 v érték mellett nagyon alacsony
korrelaciés egyutthatokat eredményez. Ennek oka, hogy a
nagyon alacsony regularizaciés paraméter (y < 10%) hata-
sara az A matrix kondicid6 szama nagyon magas lesz (x >
10", lasd 1. tablazat), melynek kévetkezménye lehet a meg-
oldé algoritmus hatékonysaganak drasztikus leromlésa.
Mint ahogyan az 1. dbran lathat6, a nagyon magas kondicié
szamra a vizsgalt médszerek kdzil csak a Cholesky-faktori-
zacio érzékeny, az 5 iterativ eljaras esetében ilyen jellegl
numerikus korlat nem jelenik meg. Ezt bizonyitjak a 10" y
mellett kapott korrelacios értékek az iterativ médszereket al-
kalmazva. Az inverz megoldas hatékonysaga a QRS inter-
vallumot tekintve meglehetdsen valtozénak bizonyult. Ez a
véltozas konzekvens a kiilonféle megoldé algoritmusok ese-

Konjugalt gradiens
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A vizsgalt legkisebb (10-17) és legnagyobb (10-4) y érték mellett kapott korrelaciogérbék a QRS intervallum
idédpillanataira vonatkozéan, valamint a 8 regularizaciés paraméter altal produkalt korrelaciégorbék atlaga,

az egyes megoldo algoritmusokat alkalmazva
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tében, hiszen az 1. dbran lathato korrelaciogorbék jellegiiket
tekintve — a Cholesky-faktorizacio kivételével — jelentds ha-
sonlésagot mutatnak. A legjobb korrelaciégérbe a Choleksy-
faktorizacio alkalmazasaval adédott y = 10 megvalasztasa
mellett, ahogyan a 2. abra is szemlélteti.

h=t
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2. abra

A Cholesky-faktorizacio, konjugalt gradiens és LSQR algoritmusok
korrelaciogérbéi y = 10-14 mellett. Ugyanezen y érték alkalmazasa
esetén a tobbi iterativ eljaras a konjugalt gradienséhez nagyon ha-
sonlo eredményt produkalt.

IRODALOMJEGYZEK

[1] Hubley-Kozey CL, Mitchell LB, Gardner MJ, Warren
JW, Penney CJ, Smith ER, Horacek BM: Spatial featu-
res in body-surface potential maps can identify patients
with a history of sustained ventricular tachycardia,
Circulation, 1995, 92, 1825-1838.

[2] Atiga WL, Calkins H, Lawrence JH, Tomaselli GF, Smith
JM, Berger RD: Beat-to-Beat Repolarization Lability
Identifies Patients at Risk for Sudden Cardiac Death,
Journal of cardiovascular electrophysiology, 1998, 9,
899-908.

[8] Kozmann Gy, Riz A, Tarjanyi Zs: Kardiologiai bioelekt-
romos képalkoté mintarendszer, IME, 2008, Képalkotd
kilébnszam, 16-21.

[4] Kozmann Gy, Tuboly G, Tarjanyi Zs, Szathmary V,
Svehlikova J, Tysler M: Model interpretation of body
surface potential QRST integral map variability in
arrhythmia patients, Biomedical Signal Processing and

Prof. Dr. Maros Istvan DSc, matema-
tikus, egyetemi tanar, Pannon Egye-
tem Muszaki Informatikai Kar, Opera-
cidkutatasi Laboratérium vezetdje.
Farkas Gyula és Kalmar Laszlo Dij
nyertese. A SIAM és MPS nemzetkdzi
tudomanyos tarsasagok tagja. Korab-
ban a londoni Imperial College profesz-

KOVETKEZTETESEK

Az eredményekbdl lathatd, hogy a Tikhonov-regulariza-
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